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Теория 
Поведение стержня, подверженного воздействию продольных 

сжимающих сил, представляют простейший пример важного явления 
упругой неустойчивости, впервые обнаруженного Л. Эйлером. 

При отсутствии поперечных изгибающих внешних сил xK , yK  уравнение 
равновесия сжатого стержня )0(  имеет очевидное решение 0 YX , 
соответствующее стержню, остающемуся при воздействии продольной силы 
T  прямолинейным. 
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Однако, решение 0 YX , соответствует устойчивому равновесию 
стержня лишь до тех пор, пока сжимающая сила  T  остаётся меньше 
некоторого критического значения kpT . При kpTT   прямолинейная форма 
стержня устойчива по отношению к произвольному малому возмущению. 
Другими словами, если под влиянием какого-либо малого воздействия 
стержень подвергается слабому изгибу, то по прекращению этого 
воздействия стержень будет стремится вернутся в исходное состояние. 

Напротив, при kpTT   прямолинейная форма отвечает неустойчивому 
равновесию. Достаточно уже бесконечно малого воздействия для того, чтобы 
равновесие нарушилось, в результате чего произойдет сильный изгиб 
стержня. Ясно, что в этих условиях сжатый стержень вообще не сможет 
реально существовать в неизогнутом виде. 

Поведение стержня после потери им устойчивости должно описываться 
уравнениями сильного изгиба. Однако само значение критической нагрузки 

kpT может быть получено с помощью уравнения слабого изгиба. При kpTT   

прямолинейная форма стержня соответствует некоторому безразличному 
равновесию. Это значит, что наряду с решением 0 YX  должны 
существовать еще и состояния слабого изгиба, которые тоже являются 
равновесными. Поэтому критическое значение kpT можно определить, как  
значение T , при котором у уравнений 
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появляется отличное от нуля решение. Само же это решение определяет 
характер деформации, которой подвергнётся стержень непосредственно 
после потери им устойчивости. 
 
 
 
 
 
 
 

 



Задача: 
Определить критическую сжимающую силу для стержня с заделанными 

концами (Рис.1). 
Решение: Поскольку нас интересует наименьшее значение T , при 

котором появляется отличное от нуля решение уравнения )1( , то достаточно 
рассмотреть лишь то уравнение, которое содержит меньшее из ,2I 1I : пусть 
для определённости 12 II  . Найдем решение уравнения 
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Уравнение вида )(  является однородным дифференциальным 

уравнением четвертого порядка относительно неизвестного )(zXX  . 
Согласно теории дифференциальных уравнений решение )(  ищется при 

помощи вспомогательной замены функции )(zX  на выражение вида kze , то 
есть решение ищется в виде   kzezX  . Тогда общее решение будет 
складываться из суммы вида: 
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где DCDA ,,,  – это есть некоторые константы, а смысл 4321 ,,, kkkk  будет 
понятен в ходе решения.  

Итак, после нахождения второй и четвертой производных от функции 
  kzezX   и соответствующей подстановки в уравнение )(  будем иметь 

характеристическое уравнение четвертой степени относительно k . 
024
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Нетрудно заметить, что данное уравнение имеет четыре 

характеристических корня: 
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В нашем случае 0  является корнем кратности 2. Кроме этого корни 4,3k  
являются комплексными, то есть имеют вид ik   . В этом случае, 
воспользуемся формулой Эйлера, которая выглядит так: 

)sin(cos)( zizee zzi    . 
Тогда общее решение уравнения )(  будет иметь вид: 
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где DCBA ,,,  – это есть некоторые константы. 
Уравнение )2(  имеет четыре неизвестных коэффициента. Кроме того, из 

условий задачи, известно, что стержень имеет заделанные концы. На языке 
математики это означает, что 
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Подставив эти данные в уравнение )2( , получим систему, состоящую из 
четырех уравнений с неизвестными DCBA ,,, . Это будет выглядеть примерно 
так: 
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Данная система имеет довольно таки простое решение, но кроме этого 
из этой системы вытекает важное условие: 
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Итак, начальные и граничные условия позволяют нам определить 
коэффициенты DBA ,, . Окончательно общее решение уравнение )(  примет 
вид: 
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где C  – некоторая константа, причем, как отмечалось уже выше 
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Последнее выражение имеет следующее решение 

n
IE

T
l 




2

, где n  – целое число. 

Но, в отличие от задачи с шарнирно закреплёнными концами, мы имеем 
дело со стержнем с заделанными концами, а с точки зрения изгиба это 
возможно лишь при полном периоде данной функции или, проще говоря, при 

2n . Тогда значение критической силы будет выглядеть так 
2
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Рис.1.Форма стержня после потери устойчивости. 

После потери устойчивости стержень примет форму, изображенную на рис.1 



Таким образом, значение критической силы для стержня с заделанными 
концами равно 2
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